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数理物理にj泣け る 放物線形偏微分方程式 に つ い て (第二報)
古 谷 嘉
志
On Parabolic partial di妊erential equation of Mathernatical physics ( H ) 
Yoshiyuki FURUY A 
Parabolic partial diffenential eguation of melting problems ara treated. Problems 
are treated by not exc1uing themelted portion. 
And the Auther obtained an asymptotic solticsolution， 
lま し が き
放物線形偏微分方程式の最大最少の定理を熱に よ っ
て国体が融ける時の融解面の移動を解析する問題に適
用する 。 こ の論文で
形でで、残してお く 問題を と り あつカかミ う 。
基 礎 理 論
長さ L の棒(0 ， L )の一方の端 x=o に熱量 Q(t)
を与えて融解させる。 融解する面を S (t) 融解温度を
Tm と し初期温度を 0 とする 。 添字 Sは固体部分の状
態， Lは液体部分の状態を示すも の とする と 日
。 ( 官官、 四 \ 均一一(Ks一一空 )= pscs U:L" S<x<L … ・ ・ (1)8x \--- 8x ) ， --- 8t
Ts(x， 0)= 0 ……………………………… ・ 目 (2)
笠斗�.. … …… ・ ・ ・ ・ ・ " (3)
ax 
-Ks笠な_!2_ =Q(t)， 0<的悦 制
t怖 は融け始める時間。
。 ( " aTL \ aTL 一一( KLーーと l = pLCLヱ土と o<x<S . . . ・ ・ (5)8x \--- 8x ) r --- 8t
一KL笠宮�=Qο( ω ぬ)
Ts(s，t) =TL(S，t) =T明 ………… . . ， ・ H ・ . . …… (7)
KLmf巴:恒� -Ks叩竺主(三旦ax ax 
= - Pmls…… ・ ・ … ・ … . . . . . . . … . . . ・ H ・ - …… ・ ぃ(8)
なお添字mは融解する時の状態を示す。
( 1 ] 解の唯一性， Q(t) を与えれば S(t) は一意に決
定する。
証明 S2<SI な る二つの解がでナこ とする 。
� �Q(t)dt = (Psml十品)S2十 i じ;72~〈
+ i ;LtFωdx 作)
� :QμμQ似的〔ωt帆〕
+ j :JS《(T油 (ωb )
(い判a吋) 一 (仏ωb防) ; 
0 = (Psml +Hm)ルS，)+ � �1似T2) 一
HA〉) dx+ j ;2 1HS〔T2〕 -Hs(TO) dz
rS2 19.1な9.
十 I " HL(T 2)dx - I : Hs(T l)dx， .J 01 ..1 δ1
Hs(T1)<H隅 日L(T2)>0 な る こ と を考えに入
れる と
(右辺) <州防-Sl〉 +f:1 iHL(T2〕 ー
日L(T1)) dx+f; {HS(T2〉 - ss〔T1〉) dx >0
で不合理。
( 2 ) Q2<Ql なら S2<S1>
f;Q2(Odt=〔ω山内psm隅同叩)sぬ2+f:?戸2hHL以(Tも勾T2)dρ川〉河d
+j;HS《(Tzρ)dx . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (a) 
f:Ql(t)dt =(Psml+Hm)SI十f:1HL(T1〉dx
+f:HS(T油 (b)
(a) ー (b) ; 
f: {Q2 -Ql} dt= (向山市)(S2 ー SI)
十 | ? {HL〔Tz〉 - HL(TOl dx+ I f iHs(T2〉・ノ υ ./ ðl
- Hs(T1)} dx 一 f ::F:〉Hm 〉dX +j :;; HSバ(T丸勾叩2ρ川〉河d
(左辺) > 0 
Hs(T2)<Hm HL(T1)> 0 を考えに入れる と
(右辺) <Psm防-SI)十j了 (HL(T2) - H川山
+f;1 1Hs(T2〕 ー Hs(T，)} dx< 0
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で不合理
( 3 J Q2<Q， のとき SI は途中で S2 よ り 大になる
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図- 1
証明 図- 1 の よ う に P点で SI が S2 を越した とす
る。 P点において(8)から
Kr，情 。((TL2 -TL1) 一 KR� 8(Ts2 -Tsl) - " . 8x 一切旧 自主
= - Pml(S2 - S1) ・ H ・ H ・ " … … … … … ' " ・ H ・ "(9)
x=Lを軸に して対称に解析接続する 。 図において
ACP， A'C'P' 上 (両端の点を含ま なL 、〉 で Ts2 -Ts，
< 0 であるから領域ACPP'C'A' 内で Tsz -Ts，>O，
故に PP' 上で
Ts2 -Ts，ミ 0 ・ H ・ H ・ ' " ・ H ・ . . . . . ・ … … ・ ・ ・ ・ …附
また ACP 上で
。(中s 一 中側 、--7z-L< 0 2〉
故に P の右側において
。(Ts2 -Tsl) 二三 " ， ， (11) 8x 
一方 x = o において
8(TL2 -TL1) 一 KL BX =Q2 - Qh > 0
25bij二五L< Oux 
故に RQ (両端の点を含まず〉 上で TL2 -TL1> 0 ，
ABP 上で TL2 - TL1> 0 ， 故に領域 QPAR で TL2 -
TL1> 0
TL2 -TLlミ o (PQ上で〉 …… ' " ・ H ・ ， ， (12)
また， ABP 上で
8(TL:;_- TL1) > 0 ， ux 
が成 り 立つ2)。 故に P の左側で
主生52止註 0 ・ … … - " ・ H ・ - … . . . . ・ H ・ - ・ ・ (ω
ux 
一方PにおいてSI>S2 故に(8)は
KL担 。CTL2_-TL1) '>KSm 8CTs:-Tsl) 一一一 冊 一““‘ 8x 〆 8x
. ・ ・ ・ ・倒
(叫 (13)， t幼に よ り (11)， (13)の 等号の一方は成 り 立た な
い。 も し(叫の等号が成 り 立たないなら P で Ts2 -Tsl
= 0 であるから PP' とで Ts2 -Tsl> 0 と な り (10) と
矛盾する。
(13)の 等号が成 り 立た な い な ら P で TL2 - TLl = 0 で
あるから P Q 上で TL2 -TLl< 0 と な り 仰と矛盾す
る。
1 
近 似 計 算 例
温度Tm の状態にある固体の一方のは しに一定の熱
量下を加えて融かす問題を考え る。
K， P， c は一定とする。
8T ， 82T 一一 = k V_ "'_ k = っァ ・ … . . . . . . . . . … ・ … ・ (1)8t -- 8x2 -- P 
_ K�T(生_Q__ = F ・ . . . . . . . . . ・ H ・ . . . . . ・ H ・ ' " ・ H ・ " 倒8x 
- K 8T(_s， t) 一--;;一一←ー = - pls ・ H ・ H ・ H ・ H ・ " … … ・ - …(3)ux 
T = T情+a，x +a2(x2+ 2 kt) … ， " ・ H ・ . . . . . . ・ H ・ (生)
と お く 。 白川
(1)を満足するためには
al = 一 FIK
T = Tm 一 t去土x +引(包似仙x2+叫2 ktの仇〕
S(αt) = Alt +Azt2+Aqt3 +  '….口"….口"…， "….日"….日"….日"….日' "…" (6ω) 
と お く心。
T( s ， t ) =T叩 を考えに入れ(5)の x に(6)を代入す
る。
(- � A1 + 2 kaz)t+ (- � A2+A12a2)t2 
+ (- � A 汁 2 A1Azaz)t3+ " " " ， ， ' = 0 
F • A1 ' … . . . . ・ H ・ . . . . … . . . . ・ H ・ ' " …(7)2 kK ー
(5) と (3) よ り
- F + 2 azl(S = - pls " " " " … … H ・ H ・ ， " ・ H ・ ' ， (8)
(8)に(6)を代入 して変形する と
( - F +P1A1) + ( 2 PIAz+ 2 a2KAl)t 
十( 3 PlAq+ 2 a3KA2)t2+ " ， ・ H ・ ， ， = 0 
F A1 = 一一… … - ・ … ・ … . . . . . . ・ … ' " ' ' ' ' ' ' ， ， (紛pl 
一方 J:伊F d批t = 凶
. s = -K.-t pl 
よ り S は第一項だけとれば よ し 、 。
(ωを(7)に代入して
F2 ・ ・ ・ ， (10)2KkPl 
(10) と (5) よ り
D τ>2 
T:;T冊一」二-x+(x2+ 2 ktL�ι_ . . . ・ H ・ - … .(11，)2KkPl
結
s = � t ・ ・ H ・ H ・ . . . . ・ H ・ . . . . ・ H ・ . . . ・ H ・ . . . . . ・ H ・ - … . (12)pl
語
放物線形偏微分方程式の 最大 最小の 定理を 用いて
Q(t) に対する8(t)の一意性Q(t)を大き く する と 8(t)
は大き く な る こ とが示された。
また T=T怖 の状態の間体の一端に熱量 Fを加えて
融かす問題を考え こ の時Tを二次式で近似し s(t) の
級数解を問Tの級数解を(11)の よ う に得たTを二次式で
近似する こ とが非常に大きな仮定であるが解の性質が
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